Nazwa przedmiotu  Analiza Matematyczna I (1000-M1AM1), Analiza Matema-
tyczna II (1000-M1AM?2)

Wyktadowcy prof. dr hab. L. Gérniewicz, prof. dr hab. Wojciech Kryszewski
Wymiar i forma zaje¢ AM I: 120 (=60+60) godz. wykladu + 120 (=60-+60) godz.
¢wiczen, AM II: 75 (=45+30) godz. wyktadu + 75 (=46+30) godz. ¢wiczen
Wymagania egzaminacyjne Egzaminy ustne po pierwszym, drugim i czwartym
semstrze, zaliczenie ¢wiczen w kazdym semestrze

Wymagania wstepne Znajomo$é matematyki w zakresie szkoly $redniej przed pierw-
szym semestrem, w kolejnych semestrach zaliczenie poprzedniego semestru przedmiotu
Opis przedmiotu Podstawowy wyklad z analizy matematycznej dla studentéw stu-
diéw I stopnia na kierunku matematyka, specjalno$é matematyka ogélna. Celem wy-
ktadu w pierwszym roku jest przedstawienie podstawowych informacji na temat ra-
chunku rézniczkowego funkcji rzeczywistych jednej zmiennej rzeczywistej. W drugim
roku celem jest przedstawienie wiadomog$ci dotyczacych rachunku rézniczkowego funkcji
wielu zmiennych. Cwiczenia maja charakter rachunkowy. Ich zadaniem jest pomoc w
zrozumieniu wyktadu i nabycie elementarnych zdolnosci rachunkowych.

Program wyktadu

e Funkcje; injekcje, surjekcje, bijekcje, odwracalno$é; pojecia obrazu, przeciwo-
brazu, zlozenia; funkcje rzeczywiste, operacje algebraiczne na funkcjach rzeczy-
wistych; miejsca zerowe, monotonicznosé, parzysto$é, nieparzystosé, okresowosé.
Funkcje elementarne i ich wtasnosci.

e Pojecie liczby rzeczywistej; aksjomatyka zbioru R liczb rzeczywistych; konsekwen-
cje aksjomatow algebraicznych i porzadkowych; konsekwencje aksjomatu ciaglosci,
kresy gorny i dolny zbioru, istnienie kresoéw; podzbiory zbioru R, zasada induk-
¢ji matematycznej, umiejetnos¢ dowodzenia przy pomocy indukcji, zasada Ar-
chimedesa; gestos¢ zbioru Q w R; istnienie pierwiastkow; potega o dowolnym
wyktadniku; istnienie logarytmoéw; réwnoliczno$é i przeliczalnosé zbioréw; nie-
przeliczalno$é zbioru R i przeliczalno$é zbioru Q; konstrukcja Dedekinda zbioru
liczb rzeczywistych. Podstawowe nieréwnosci: Cauchy-Schwarza, pomiedzy $red-
nimi; rozszerzony system liczb rzeczywistych.

e (Ciagi liczbowe; ograniczono$é, zbieznosé, warunek Cauchy’ego, przyktady ciggéw
zbieznych i rozbieznych; podstawowe twierdzenia o zbieznosci, podciagi; zbieznosé
ciagobw monotonicznych i ograniczonych; twierdzenie Bolzano-Weierstrassa; wta-
snosci algebraiczne granic ciggéw. Granice niewlasciwe; twierdzenie Stolza. Ciagi
monotoniczne; definicja liczby e. Granice czesciowe i ekstremalne. Konstrukcja
Cantora zbioru liczb rzeczywistych. Informacja o strukturze metrycznej w R.

e Granica funkcji, pojecie punkty skupienia; definicje Cauchy’ego i Heinego, przy-
ktady; warunki konieczne i dostateczne istnienia granicy; granice jednostronne
i niewlasciwe; dzialania na granicach. Cigglos¢ funkcji: definicje Cauchy’ego i
Heinego; warunek Lipschitza, przyktady; kombinacje funkcji ciagtych; wlasnosé
Darboux funkcji ciaglych; twierdzenie o funkcji odwrotnej; twierdzenie Weier-
strassa; jednostajna ciagto$é¢ funkceji przyktady, zwiazki z warunkiem Lipschitza,
przykltady; twierdzenie Kantora. Punkty niecigglosci i ich klasyfikacja.



Pojecie pochodnej; interpretacja fizyczna i geometryczna, przyktady i podstawowe
wzory; ciagglo$é funkcji rézniczkowalnej; rézniczkowalnosé ztozenia; rézniczkowal-
noé¢ funkeji odwrotnej; pochodne jednostronne; twierdzenie Fermata; wtasnosé
Darboux dla pochodnej; twierdzenie Rolle’a i twierdzenie Lagrange’a; twierdzenie
Cauchy’ego; zastosowania twierdzenia Lagrange’a; monotonicznosé a twierdzenie
Lagrange’a.

Badanie funkcji przy pomocy pochodnych: monotonicznosé, wypuktosé, ekstrema
funkcji; twierdzenie Taylora. Twierdzenie de L’Hospitala. Elementy interpolacji;
przyblizone metody rozwiazywania rownar.

Pojecie szeregu liczbowego; jego zbiezno$é; warunek konieczny; warunek Cau-
chy’ego zbieznosci szeregu; zbieznos¢ bezwzgledna; jej zwiazki ze zbieznoscia;
kryteria zbiezno$ci bezwzglednej d’Alemeberta, Cauchy’ego, Cauchy’ego o zagesz-
czaniu; zbieznos¢ warunkowa; kryterium Leibniza; kryteria Dirichleta i Abela;
operacje na szeregach; zwiazki zbieznosci bezwzglednej i bezwarunkowej. Pojecie
iloczynu Cauchy’ego szeregow; twierdzenie Mertensa; iloczyny nieskoriczone.

Definicja catki Riemanna; warunek konieczny i dostateczny calkowalnosci; twier-
dzenie Darboux-Riemanna i metoda poszukiwania calki z niego wynikajaca; wta-
snosci calki; klasy funkcji catkowalnych; catkowalnosé iloczynu funkcji; catkowal-
no$¢ wartosci bezwzglednej z funkcji catkowalnej; twierdzenia o wartosci sredniej;
wlasnosci funkcji gornej granicy catkowania; twierdzenie Leibniza-Newtona. Poje-
cie funkcji pierwotnej; funkcja gérnej granicy catkowania; podstawowe wlasnosci
funkcji pierwotnych; metody obliczania catki Riemanna: wzory na catkowanie
przez czesci i podstawianie; podstawowe metody poszukiwania funkcji pierwot-
nych (calka nieoznaczona); zastosowania geometryczne calki; dlugosé krzywej;
pole powierzchni réznych obszaréw; objetosé figur obrotowych; catka niewtasciwa
I-go i II-go rodzaju; zbieznosé catki; podstawowe wtasnosci catek niewtasciwych;
kryteria zbieznosci calek; twierdzenie Cauchy’ego-MacLaurina.

Ciagi i szeregi funkcyjne; pojecia ciagu i szeregu funkcyjnego i ich zbieznosé; twier-
dzenia o ciagtosci granicy ciagu jednostajnie zbieznego funkcji ciaglych, twierdze-
nie o rézniczkowaniu i catkowaniu ciggdéw zbieznych jednostajnie; kryteria Weier-
strassa, Abela i Dirichleta. Pojecie szeregu potegowego; twierdzenie Cauchy’ego-
Hadamarda; wlasnosci sumy szeregu potegowego; szereg Taylora, rozwijalnosé
funkcji w szereg Taylora; przyklady. Twierdzenie Weierstrassa o aproksymacji.
Szeregi Fouriera; kryteria zbieznosci; rozwijanie funkcji w szereg Fouriera.

Przestrzenie metryczne; podstawowe definicje; zbiory otwarte i domknigte i ich
wlasnosci. Domkniecie i wnetrze zbioru. Ciagi w przestrzeniach metrycznych,
ciagowa charakteryzacja domknietosci zbioréw i domkniecia. Ciaglosé¢ funkcji,
charakteryzacja ciagtosci. Przestrzenie zupelne; przyklady; twierdzenie Banacha
o punkcie stalym. Przestrzenie unormowane i Banacha; przyktady. Przestrzen
R™ jako przestrzen metryczna, unormowana i Banacha; zbieznos¢ w R™. Pojecie
zwartosci przestrzeniach sp6jnosci w przestrzeniach metrycznych; charakteryza-
cja zwartosci w przestrzeni R™. Cigglosé jednostajna funkcji w przestrzeniach
metrycznych.



e Pochodna kierunkowa funkcji wielu zmiennych; pochodne czastkowe. Pojecie po-
chodnej, macierz Jacobiego. Ciaglos¢ funkcji rozniczkowalnych, rézniczkowalnosé
sumy, iloczynu; reguta tancucha (rozniczkowalnos$é zlozenia). Warunek dosta-
teczny rozniczkowalnosci. Twierdzenie o przyrostach (o wartosci sredniej). Po-
chodna drugiego i wyzszych rzedéw, twierdzenie Schwarza; warunki dostateczne
rozniczkowalnosci wyzszych rzedéw. Notacja multiindeksowa i wzor Leibniza.
Wzor Taylora z reszta w postaci Peano i Lagrange’a (oszacowanie reszty) . Eks-
trema funkcji wielu zmiennych: warunki konieczne i dostateczne.

e Twierdzenie o funkcji uwiklanej, twierdzenie o lokalnym odwracaniu odwzoro-
wan; twierdzenie o rzedzie; dyfeomorfizmy. Pojecie hiperpowierzchni; twierdzenia
o charakteryzacji hiperpowierzchni; pojecie wektora stycznego. Ekstrema zwia-
zane funkcji na hiperpowierzchniach; warunek konieczny (mnozniki Lagrange’a);
warunki dostateczne.

e Pojecie catki Riemanna funkcji wielu zmiennych na prostokacie. Przestrzenie
mierzalne; pojecie s-ciata zbior6w; wtasnosci; s-ciata generowane przez rodziny
zbioréw; zbiory borelowskie. Mierzalnosé funkcji; warunki konieczne i dostateczne
mierzalnosci; wtasnosci funkcji mierzalnych. Miara i jej wlasnosci. Funkcje proste.
Pojecie calki: catka funkcji prostych; catka funkcji nieujemnych, catka dowolnych
funkcji mierzalnych. Wtasnosci catki. Twierdzenie o przejéciach granicznych;
twierdzenie Beppo-Leviego (Lebesgue’a o monotonicznym przej$ciu do granicy);
lemat Fatou; twierdzenie Lebesgue’a o majoryzowanym przejsciu do granicy. Wa-
runki dostateczne catkowalnosci. Miara zewnetrzna (generator miary) i konstruk-
cja Caratheodory’ego miary (twierdzenie Caratheodory’ego). Konstrukcja miary
instrukcja calki Lebesgue’a R™. Warunki konieczne i dostateczne mierzalnosci
w sensie Lebesgue’a. Warunek konieczny i dostateczny catkowalnos$ci w sensie
Riemanna. Miary produktowi; zasada Cavalieriego; twierdzenie Tonellego i Fu-
biniego; calki iterowane na zbiorach w postaci normalnej. Zmiana zmiennych w
calce Lebesgue’a. Wtasnosci catki jako funkcji parametru: ciagtosé, rozniczko-
walnosé i catkowalno$é. Przestrzenie funkcji catkowalnych w sensie Lebesgue’a;
szeregi Fouriera w L2,
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Ponadto uzytkowany moze by¢ dowolny podrecznik do analizy matematycznej lub
rachunku rézniczkowego i catkowego, np. klasyczne ksiazki Sierpinskiego, Banacha,
Whittakera i Watsona, Hilberta lub wspotczesne podreczniki w jezyku angielskim lub
rosyjskim.



